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Рассмотрена	возможность	использования	интегрального	
уравнения	Линдли	для	исследования	систем	массового	обслу-
живания	общего	вида	при	обработке	коррелированного	трафи-
ка.	Показано,	что	для	реализации	такой	возможности	целесо-
образно	передискретизировать	рассматриваемую	реализацию	
трафика	по	некоррелированным	отсчетам.	Такую	операцию	
можно	осуществить	с	помощью	системы	ортогональных	функ-
ций,	полученных	из	решения	уравнения	Фредгольма	с	ядром	
в	виде	корреляционной	функции	обрабатываемого	трафика.	
Показано,	что	плотности	вероятностей	некоррелированных	
отсчетов	трафика	можно	аппроксимировать	модельными	рас-
пределениями,	основанными	на	вычислении	кумулянтов	ана-
лизируемых	последовательностей.
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Введение.	Известно [1], что анализ устройств массового об-
служивания произвольного вида (типа G/G/1 по классифика-
ции Кендалла) может быть выполнен посредством решения 
интегрального уравнения Линдли, имеющего вид:
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где W (y) — распределение вероятностей времени ожидания 
требования на обслуживание в очереди; C (u) — ядро инте-
грального уравнения, определяемое как
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Здесь A (t) — функция распределения промежутков време-
ни между поступающими требованиями; B (x) — функция рас-
пределения времени обслуживания поступающих требований.

Уравнение Линдли было выведено в предположении, что 
интервалы времени между поступающими требованиями об-
разуют последовательность независимых, а, следовательно, 
и некоррелированных величин. Аналогичное предположение 
в (1) справедливо и для последовательности интервалов вре-
мени обслуживания требований.

Анализ современного трафика, проведенный в многочис-
ленных работах отечественных и зарубежных авторов [2], по-
казывает, что определяющим свойством трафика является его 
самоподобие, характеризующееся медленно затухающей кор-
реляционной функцией последовательности интервалов вре-
мени между требованиями и распределениями с «тяжелыми 
хвостами» для случайных значений этих интервалов. Поэтому 
методы классической теории массового обслуживания, осно-
ванные на решении интегрального уравнения Линдли, строго 
говоря, не применимы к анализу систем, обслуживающих кор-
релированный трафик.

Цель работы — разработка методики представления кор-
релированного трафика последовательностью некоррелиро-
ванных случайных величин (в частности, некоррелированной 

последовательностью интервалов времени между требовани-
ями) с последующим использованием методов решения инте-
грального уравнения Линдли [3, 4] .

Анализ	плотности	вероятностей	некоррелированных	от-
счетов	трафика.	Пусть при диффузной аппроксимации тра-
фика [5] последовательность интервалов времени между 
требованиями отображается случайным процессом ξ(t) с из-
вестной корреляционной функцией B(t) (предполагается мак-
симальная стационарность процесса ξ(t)) и одномерной плот-
ностью w xx( ) . Заметим, что w xx( )  и B(t) определяются по на-
блюдаемой на некотором временном интервале реализации ξ(t).

Представим ξ(t) на интервале (–T; T) последовательностью не-
коррелированных отсчетов ξk, записываемых в виде [6]:
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где f lk kt( ),  — собственные функции и собственные числа 
интегрального уравнения:

 f l f( ) ( ) ( ) , .t B t y y dy t T
T

T

= - ≤
-
∫   (3)

Случайные величины ξ k  попарно некоррелированны 
и имеют одинаковые, равные 1, дисперсии, что следует из ор-
тонормированности собственных функций интегрального 
уравнения (3):
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где символ Кронекера dkj = 0 при k ≠ j и dkj = 1 при j = k.
При этом для t из интервала (–T; T) в среднеквадратиче-

ском смысле справедливо
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Итак, последовательность ξk некоррелирована, однако, как 
следует из (2), одномерная плотность aξ(t) случайных величин 
ξk отличается от плотности w xx( ).  Для определения aξ(t) по-
ступим следующим образом. Представим aξ(t) некоторым мо-
дельным распределением [7]:

 a t e
iu
k

dun
iux

k

k

n

k( ) ( ) exp
( )
!

,x xp
J=











-

-∞

∞

=
∫ ∑1

2 1

  (4)

где Jxk
– кумулянт k-го порядка распределения aξ(t).

Строго говоря, модельное распределение не является ве-
роятностным распределением, так как функция a tn( ) ( )x  на не-
котором множестве может принимать отрицательные значе-
ния. Однако при достаточно больших n можно рассматривать 
выражение (4) как аппроксимацию плотности вероятностей. 
Важным свойством модельного распределения является его 
инвариантность к линейным преобразованиям случайных пе-
ременных [7], и сумма одинаково модельно распределенных 
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величин имеет то же самое модельное распределение. Эти 
свойства целесообразно использовать при анализе преобра-
зования (2) .

Будем считать, что распределение wξ(t) известно или 
определено из эксперимента. Тогда для случайной функции 
y t t tk k( ) ( ) ( )= l x f  будет справедливо такое же как (4) модель-

ное распределение a tn y( ) ( ),  но с другим набором кумулянтов 
Jxk

.
Если считать, что моменты m El

l
x

x= ( )  распределения 
wξ(t) известны, то для y(t) на рассматриваемом временном ин-
тервале можно записать
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где Е — символ усреднения.
По найденным, согласно (5), моментам функции y(t) с по-

мощью известных соотношений [7] определяются кумулянты 
распределения Jyl

t( ).

Как следует из (2), для преобразования xk
T
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мулянты Jyl
t( )  случайной функции y (t) преобразуются в ку-

мулянты ryl
t( )  по правилу [7]:
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Таким образом, модельное распределение последователь-
ности некоррелированных случайных величин ξk будет запи-
сано в виде (4) с заменой кумулянтов Jxk

на rxk
.

Определение	ортогональных	функций.	При известных 
функциях fk t( )  вычисления по (6) достаточно сложны, но 
вполне реализуемы, если не аналитически, то с использовани-
ем численных методов. Очевидно, что при разных k плотности 
вероятностей ξk могут оказаться различными. В этом случае 
необходимо исследовать вопрос о сходимости последователь-
ности распределений к выражению, которое может быть ис-
пользовано в уравнении Линдли.

Нахождение fk t( )  из решения интегрального уравнения 
(3) также представляет собой достаточно сложную задачу, так 
как для ядра уравнения B( ),t  представляющего собой корре-
ляционную функцию самоподобного случайного процесса, 
очень сложно подобрать аппроксимацию, которая позволила 
бы решать уравнение (3) аналитически.

С помощью разложения корреляционной функции в бы-
стро сходящийся ряд задачу можно свести к решению числен-
ным методом интегрального уравнения Фредгольма с вырож-
денным ядром [8]. В качестве примера рассмотрим вариант 
определения fk t( )  при разложении B( )t  в ряд Фурье:
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и интегральное уравнение примет вид:
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Сведем решение уравнения (8) к решению системы линей-
ных алгебраических уравнений. Умножим обе части уравнения 

(8) на e
imt
d

2p

 и проинтегрируем по dt. После простых преобра-
зований получим систему
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Если построено решение системы (9), то есть и решение 
интегрального уравнения (3). Значения параметра l, при ко-
торых определитель системы (9) обращается в нуль, являют-
ся характеристическими числами интегрального уравнения.

Теперь fl t( ) , как линейно независимые собственные функ-
ции ядра, соответствующие характеристическому числу ll,  
могут быть записаны в виде:
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Здесь постоянные Hkl составляют p линейно независимых 
решений однородной системы алгебраических уравнений:
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Естественно, что удержать бесконечное число членов раз-

ложения в уравнении (7) (а потом и в последующих выражени-
ях) невозможно. Для заданного вида корреляционной функции 
следует на основе экспериментальной проверки удержать ко-
нечное число членов аппроксимирующего ряда при заданном 
уровне допустимой погрешности.

Весьма перспективным при этом представляется примене-
ние вейвлет-разложений [2], позволяющих существенно умень-
шить число членов аппроксимирующего ряда, по сравнению 
со случаем использованием других ортогональных функций.

Заключение.	По результатам данного рассмотрения можно 
сделать вывод о принципиальной возможности использования 
интегрального уравнения Линдли для исследования систем 
G/G/1 в условиях обработки самоподобного трафика при его 
передискретизации по некоррелированным отсчетам. Решение 
данной задачи может быть получено с помощью численных 
методов.
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