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Введение. Системы частотной и фазовой синхронизации 

– неотъемлемая часть систем, выполняющих когерентную 

обработку сигналов с цифровой линейной модуляцией. При 

этом в ряде случаев из-за отсутствия в сигнале служебных 

фрагментов, известных на приемной стороне, используется 

метод слепой оценки.

Алгоритмы частотной и фазовой синхронизации можно 

разделить на два класса: разомкнутые, производящие оцен-

ку частоты и фазы по наблюдаемой выборке сигнала, и за-

мкнутые, которые представляют собой следящие системы с 

обратной связью. Для быстрой первоначальной оценки па-

раметров, как правило, применяются разомкнутые методы. 

Максимальное приближение к теоретически возможным 

пределам позволяет повысить точность оценки либо сокра-

тить длительность сигнала, необходимую для достижения 

заданной точности.

В работах [1–3] рассматривается семейство разомкнутых 

алгоритмов слепой оценки частотного и фазового сдвига 

сигналов с цифровой линейной модуляцией, многие из кото-

рых основаны на нахождении положения и фазы максимума 

в спектре нелинейно преобразованного сигнала.

В [4] авторами данной статьи предложена идея разложе-

ния функции правдоподобия (ФП) в ряд по угловым гармо-

никам для слепой оценки фазы. Впоследствии этот подход 

был применен для оценки частоты с использованием гармо-

нической аппроксимации ФП [5]. Настоящая статья основа-

на на материалах докладов [6, 7], посвященных совместной 

оценке частотного и фазового сдвига с использованием дан-

ного метода.

Постановка задачи и решение по максимуму правдоподо-
бия. Рассматриваемую задачу можно сформулировать сле-

дующим образом. Наблюдаемая выборка  представляет 

собой отсчеты комплексной огибающей сигнала после со-

гласованного фильтра (в соответствии с [8] мы предполагаем, 

что частотный сдвиг много меньше символьной скорости):

где  – информационные символы, независимо и рав-

новероятно выбираемые из сигнального созвездия  

m=1, …, M (M – размер созвездия); φ
0
 – фазовый сдвиг; 

φf = 2πΔ fT – межсимвольный фазовый набег из-за часто-

тного сдвига Δ f; T – длительность символа;  – отсчеты 

комплексного дискретного белого гауссового шума, вещест-

венная и мнимая составляющие которого имеют дисперсию, 

равную σ2. Отношение сигнал/шум определим как отноше-

ние дисперсии сигнала к дисперсии шума:
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Задачей является получение совместной оценки фазового 

(φ
0
) и частотного (Δ f) сдвига или, что эквивалентно, – меж-

символьного фазового сдвига φf .

Правило максимума правдоподобия (МП) для оценки 

φ
0
 и Δ f формулируется так. ФП для неизвестного фазового 

сдвига φ при условии, что был принят отсчет  получается 

при усреднении (по сигнальному созвездию  плотности 

вероятности комплексной гауссовой случайной величины с 

математическим ожиданием в точке созвездия  в сочета-

нии с поворотом отсчета по фазе на –φ:

(1)

Для расчетов удобнее использовать логарифм функции 

правдоподобия (ЛФП):

Отсчеты  являются статистически независимыми 

вследствие того, что шум  белый и информационные 

символы  независимы. Поэтому ЛФП для φf и φ
0
, если 

была принята последовательность  записывается в виде

(2)

Наконец, максимизация (2) по φ
0
 и φf дает МП оценку 

частотного и фазового сдвига:

(3)

Разложение ЛФП в ряд по угловым гармоникам. Получение 

МП оценки частотного и фазового сдвига непосред ственно 

по формулам (1)–(3) требует значительных вычислительных 

затрат. Представим ЛФП в виде ряда и упростим его вычис-

ление. Переведем отсчеты  в полярные координаты, выде-

лив в них модуль и фазу:

(4)

где  и 

Зависимость ЛФП (4) от фазы ϕ, очевидно, является пе-

риодической функцией с периодом, в общем случае равным 

2π. Однако используемые на практике сигнальные созвез-

дия обладают угловой симметрией, поэтому для них период 

будет меньше (для M-позиционной ФМ он составит 2π/M, 

а для КАМ с квадратным или крестообразным созвездием 

будет равен π/2). Таким образом, ЛФП можно представить в 

виде ряда Фурье относительно фазы ϕ, что приводит к разло-

жению по угловым гармоникам [9]:

где An(r) и θn(r) – зависящие от модуля отсчета сигнала r амп-

литуда и фаза n-й гармоники ряда Фурье:
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(5)

Необходимо отметить, что при определенном угловом 

положении используемых на практике сигнальных созвездий 

все комплексные коэффициенты (5) ряда Фурье оказывают-

ся вещественными, так что θn(r) = 0 или π. Кроме того, из-за 

упомянутой выше угловой симметрии сигналов с КАМ от-

личны от нуля только коэффициенты с номерами, кратными 

4. В дальнейшем (для удобства) будем полагать, что θn(r) = 0, 

поэтому An(r) могут принимать отрицательные значения.

Таким образом, ЛФП (2) для всей выборки  можно 

записать в виде

(6)

где

Важно отметить, что комплексная функция  обладает 

следующим свойством:

поэтому (6) может быть переписана в виде

(7)

где

(8)

есть спектр нелинейно преобразованной последовательнос-

ти отсчетов сигнала:

Это нелинейное преобразование заключается в умноже-

нии фазы отсчета сигнала на номер гармоники n и приме-

нении соответствующей весовой функции An(r) к модулю 

отсчета сигнала.

Для получения совместной МП оценки частотного и фа-

зового сдвига необходимо максимизировать (7) по φf и φ
0
.

Предлагаемые алгоритмы. Следует отметить, что с увели-

чением номера n амплитуды угловых гармоник в (5) умень-

шаются, поэтому можно воспользоваться аппроксимацией 

ЛФП, заключающейся в усечении ряда (7). Более того, сла-

гаемое с номером n = 0 является константой и не влияет на 

итоговую оценку. Тогда, оставляя в (7) только первую нену-

левую гармонику (с n = 4), придем к формулам

(9)

(10)

Рассчитать спектр  можно с помощью быстрого пре-

образования Фурье (БПФ) с дополнением сигнала нулями 

для повышения точности определения положения максиму-

ма. Из (8)–(10) видно, что получена версия алгоритма возве-

дения сигнала в 4-ю степень [1–3] с весовой функцией A
4
(r), 

зависящей от амплитуды сигнала.

Численные оценки показывают, что уровни первой и вто-

рой гармонических составляющих (с n = 4 и n = 8) сопоста-

вимы, а следовательно, их совместное использование может 

улучшить качество оценки. Если в (7) оставить две гармони-

ки ЛФП, аппроксимация будет выглядеть как

(11)

Строгое решение для максимизации этой функции по φ
0
 

требует поиска корней полинома 4-й степени, поэтому для 

практического применения данного подхода требуется ап-

проксимация, которую можно получить, заменив функции 

косинуса в окрестностях их максимумов на квадратичные 

полиномы (рис. 1).

Для краткости обозначим   Про-

дифференцировав выражение (11) по параметру φ
0
 и прирав-

няв результат нулю, получим

Далее, используя представление функции синуса в виде 

ряда Тейлора и оставляя только линейные слагаемые (пред-

полагается, что аргумент синуса  мал, что имеет 

место при больших значениях отношения сигнал/шум, когда 

оценка (10) приближается к истинному значению), запишем

Выполнив несложные математические преобразования, 

получим примерное значение φ
0
, при котором выражение 

(11) достигает максимума:

или (что то же самое):

(12)

где

Заменив в (11) функцию косинуса на квадратичный по-

лином  для малого аргумента) и подставив 

туда значение (12), получим функцию частоты:

(13)

Тогда оценка частотного сдвига будет выглядеть следую-

щим образом:

Рис. 1
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(14)

Этот алгоритм требует поиска максимума нелинейной 

комбинации спектров  и  Такой поиск, как и в 

случае с одним слагаемым (9), может быть эффективно реа-

лизован с использованием БПФ с дополнением нулями.

Определив  и подставив найденное значение в (12), по-

лучим оценку 

Приведем несколько замечаний о реализации предлага-

емых алгоритмов. Во-первых, для получения точной оценки 

частоты и фазы рекомендуется использовать уточнение по-

ложения максимума функций в выражениях (9) и (14), на-

пример путем параболической интерполяции.

Во-вторых, «идеальная» реализация предлагаемых ал-

горитмов предполагает вычисление весовых функций An(r), 

зависящих от отношения сигнал/шум, что может оказаться 

неприемлемым для решения практических задач. Более прак-

тичен вариант, использующий фиксированные весовые фун-

кции, вычисленные для конкретного отношения сигнал/шум.

В-третьих, при «идеальной» реализации алгоритмов 

уровни сигнала и шума априори известны. Вариант алго-

ритма, когда уровни сигнала и шума неизвестны, рассмот-

рен в [6], где предлагается оценивать мощность сигнала по 

наблюдаемой выборке, полагая фиксированное отношение 

сигнал/шум на входе (в принятом сигнале). Как показывает 

моделирование, это приводит лишь к незначительным поте-

рям (около 1 дБ) в области умеренных отношений сигнал/

шум при длинах выборки больше утроенного-учетверенного 

размера созвездия.

Результаты моделирования. Для оценки точностных ха-

рактеристик предложенных алгоритмов было выполнено 

компьютерное моделирование. Использовались стандарт-

ные созвездия: квадратное КАМ-16 и крестообразное КАМ-

32, длина генерируемой выборки K составляла 100 символов, 

для измерения дисперсии оценки использовалось усредне-

ние по 10 тыс. реализаций. Случайный фазовый сдвиг φ
0
 и 

случайный частотный сдвиг Δ f были равномерно распреде-

лены на интервалах 0…π/2 и –1/(8T)…1/(8T) соответствен-

но (эти диапазоны следуют из фазовой неопределенности, 

неизбежной для слепых алгоритмов оценки частоты и фазы 

[8]). Полученные зависимости дисперсии оценки частотного 

и фазового сдвига от отношения сигнал/шум представлены 

на рис. 2, 4 и рис. 3, 5 соответственно.

Кривым на графиках соответствуют следующие алго-

ритмы:

4th power – алгоритм возведения сигнала в 4-ю степень [1];

WA03 – алгоритм с кусочно-линейной аппроксимацией 

весовых функций [3];

CHE4 – алгоритмы (9) и (10), «идеальная» реализация;

CHE48 – алгоритмы (12)–(14), «идеальная» реализация;

CHE4, fi xed, CHE48, fi xed – версии CHE4 и CHE48 с ис-

пользованием фиксированных весовых функций (рис. 6 и 7);

CRLB – нижняя граница Крамера–Рао для совместной 

оценки частотного и фазового сдвига [10].

Из приведенных графиков видно, что при столь корот-

кой выборке алгоритм 4th power плохо работает для созвездия 

КАМ-16 и оказывается неработоспособным для созвездия 

КАМ-32 – его характеристики ограничены собственным 

шумом.

Рис. 2

Рис. 4

Рис. 3

Рис. 5
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Предложенные методы превосходят алгоритм WA03 в об-

ласти умеренных отношений сигнал/шум, представляющей 

наибольший практический интерес. При этом для квадрат-

ного созвездия КАМ-16 выигрыш меньше, чем для крес-

тообразного созвездия КАМ-32. Резкий переход к малым 

значениям дисперсии оценки на графиках для частоты соот-

ветствует исчезновению аномальных ошибок. Для созвездия 

КАМ-16 этот переход наступает при отношении сигнал/шум 

на 2–3 дБ меньше, а для созвездия КАМ-32 на 4–6 дБ мень-

ше, чем для алгоритма WA03. Выигрыш достигается благода-

ря знакопеременному характеру весовых функций и исполь-

зованию двух угловых гармоник.

Применение фиксированных весовых функций приводит 

к незначительным (по сравнению с «идеальной» реализацией 

данного подхода) потерям при низких значениях отношения 

сигнал/шум. Это объясняется тем, что при высоких значени-

ях отношения сигнал/шум меняются лишь амплитуды весо-

вых функций, а их форма остается практически неизменной.

При уменьшении длины выборки увеличивается соб-

ственный шум, а аномальные ошибки исчезают при более 

высоких значениях отношения сигнал/шум. Для КАМ-сиг-

налов характеристики алгоритма, использующего две гар-

моники, начинают резко ухудшаться при длинах выборки 

меньше удвоенного размера созвездия.

На рис. 3 и 5 видно, что при низком значении отноше-

ния сигнал/шум дисперсия оценки фазы становится мень-

ше границы Крамера–Рао. Это объясняется периодическим 

характером оцениваемого параметра (начальной фазы) [11]. 

Верхний предел дисперсии оценки фазы в данном случае ра-

вен дисперсии равномерного распределения для упоминав-

шегося ранее диапазона 0…π/2:  рад2.

Заключение. Предложенный метод совместной слепой 

оценки частотного и фазового сдвига превосх одит извес-

тные алгоритмы в области умеренных отношений сигнал/

шум, представляющей наибольший практический интерес, 

и показывает хорошие результаты даже в случае отсутствия 

информации о мощности сигнала и отношении сигнал/шум 

[6]. Алгоритм основывается на удобном в вычислительном 

отношении механизме аппроксимации ЛФП для  сигналов 

с линейной модуляцией одной или двумя угловыми гармо-

никами. Область использования таких аппроксимаций не 

ограничивается рассмотренной задачей слепой оценки час-

тотного и фазового сдвига сигнала. Этот подход может при-

меняться и для решения целого ряда других задач, связанных 

со слепыми оценками.
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